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Résumé :
Dans cette étude, nous proposons une approche multi-échelle pour l’analyse des vibrations des maté-
riaux hétérogènes. Cette technique, basée sur la méthode des éléments finis multi-échelle (EF2), est
développée pour l’étude des vibrations libres des matériaux hétérogènes viscoélastiques. Des exemples
numériques sur des sandwichs viscoélastiques ont permis de valider cette approche et d’étudier l’in-
fluence de différents paramètres sur les propriétés amortissantes. Ces paramètres sont le rapport de
rigidité, la fraction volumique et la morphologie de l’inclusion.
Abstract :
In this study, we propose a multiscale approach for the vibration analysis of heterogeneous materials.
This technique, based on the multiscale finite element method (FE2), has been developed for the study of
free vibrations of heterogeneous viscoelastic materials. This approach has been validated in the case of
viscoelastic sandwichs structures. Numerical results yield to study the influence of different parameters
on the damping properties. Those parameters are stiffness ratio, the volume fraction and the morphology
of the inclusion.
Mots clefs : Méthode des éléments finis multi-échelle, Vibration libre, Amortissement
passif.
1 Introduction
Les vibrations sont à l’origine de l’endommagement et la fatigue des structures industrielles. Le contôle
des vibrations permet d’augmenter la durée de vie des structures. L’analyse des vibrations est devenue
une étape importante dans la conception des systèmes mécaniques industriels. Elle permet, entre autres,
de déterminer des techniques passives de réduction du bruit et des vibrations.
Dans ce travail, nous développons une approche numérique pour l’analyse des vibrations des matériaux
hétérogènes viscoélastiques. Cette approche est basée sur une technique multi-échelle dite méthode des
éléments finis multi-échelle (EF2). Le principe de la méthode EF2 est de considérer au niveau de
la microstructure du matériau, un volume élémentaire représentatif (VER) représentant toutes les
hétérogénéités du matériau. Ensuite, on extrait, à partir d’un problème microscopique lié au VER, les
contraintes macroscopiques à chaque point d’intégration de la macrostructure.
La technique de l’homogénéisation permet de déterminer la relation de comportement au niveau
macroscopique à l’aide des contraintes microscopiques calculées au niveau de la microstructure. Les
contraintes et les déformations macroscopiques sont égales aux moyennes des contraintes et déforma-
tions microscopiques, respectivement. Pour plus de simplicité, dans notre travail, nous avons considéré
une répartition homogène et périodique des hétérogénéités dans le matériau ; ce qui nous permet de
réduire la construction du VER à une inclusion dans une matrice [5].
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2 Formulation multi-échelle du problème de vibration
La formulation faible du problème macroscopique dans un domaine Ω avec un bord extérieur ∂Ω peut
s’écrire comme suit :∫
Ω
tσ¯ : δǫ¯ dΩ+
∫
Ω
tδu¯ρ¯
∂2u¯
∂t2
dΩ =
∫
∂Ωt
f · δu¯ dΓ ∀ δu¯ C.A. ∗ , (1)
avec comme conditions aux limites :{
u¯(X¯) = uˆ(X¯) sur ∂Ωu ,
σ¯ ·N = f sur ∂Ωt ,
(2)
où σ¯ est le tenseur des contraintes macroscopiques de Cauchy, ǫ¯ le tenseur des déformations macro-
scopiques, ρ¯ désigne la densité de la structure, u¯ le champ de déplacement macroscopique, uˆ le champ
de déplacement imposé sur une partie du bord notée ∂Ωu, X¯ les coordonnées d’un point donné de la
structure, N le vecteur normal unitaire sortant de la surface ∂Ω et f l’effort imposé sur une partie ∂Ωt.
La notation (¯·) indique les quantités macroscopiques. La relation de comportement au niveau macro-
scopique n’est pas connue explicitement. Elle sera déterminée à partir d’un modèle microscopique pour
lequel on connaît les lois de comportement des constituants.
Le problème microscopique est formulé comme un problème standard quasi-statique en mécanique des
solides [6] et [7]. Dans ce cas, la formulation faible du problème microscopique s’écrit comme suit :∫
ω
σ : δǫ dω = 0 ∀δu C.A., (3)
où σ est le tenseur des contraintes microscopiques de Cauchy, ǫ le tenseur des déformations microsco-
piques, u le champ de déplacement microscopique et ω le domaine du VER.
Les lois de comportement microscopique sont connues pour chaque phase r du VER et s’écrivent sous
la forme : 

σ = C(r) : ǫ
C(r) = 2µ(r)I + λ(r)II
µ = E2(1+ν)
λ = νE(1+ν)(1−2ν)
(4)
où C est la matrice du comportement microscopique, r la phase du VER, E le module d’Young, I
le tenseur identité d’ordre 4 et ν le coefficient de Poisson supposé constant. µ et λ représentent les
coefficients de Lamé. Dans le cadre de la loi viscoélastique, pour simplifier la formulation, on suppose
également que le module d’Young est complexe et constant et s’écrit comme suit :
E = E0(1 + iηc) , (5)
où E0 est le module réel élastique et ηc le facteur de perte du matériau viscoélastique.
Les deux problèmes aux niveaux microscopique et macroscopique sont couplés via les relations sui-
vantes, qui permettent de déterminer les contraintes et les déformations macroscopiques, respective-
ment [3] :
σ¯ = 〈σ〉 =
1
|ω|
∫
ω
σdω (6)
ǫ¯ = 〈ǫ〉 =
1
|ω|
∫
ω
ǫdω (7)
Il existe différentes types de conditions aux limites sur les bords du VER, ∂Ω, qui peuvent être choisies :
les déformations homogènes, les contraintes homogènes et la condition de périodicité. Pour plus de
détails sur ces conditions aux limites, on peut se référer à [4] et [5]. Dans notre travail, on prendra
comme conditions aux limites sur les bords du VER la condition de périodicité qui s’écrit comme suit :
u
+ − u− = ǫ¯ · (X+ −X−) sur ∂ω , (8)
où les exposants + et − sont associés aux indices des noeuds sur les bords opposés du VER [5].
∗. Cinématiquement Admissible
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3 Stratégie de résolution
Dans cette section, nous présentons la stratégie de résolution du problème multi-échelle. À cause des
conditions de couplage, on commence d’abord par résoudre le problème microscopique. On peut écrire
le déplacement microscopique sous la forme d’un vecteur complexe :
u = uR + iuI dans ω , (9)
où uR et uI sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire du champ de déplacement
microscopique. Pour cela, dans le cas 2D, à l’aide du principe de superposition, on peut écrire u sous
la forme :
u = ǫ¯11(u˜
R
(11) + iu˜
I
(11)) + ǫ¯22(u˜
R
(22) + iu˜
I
(22)) + 2 ǫ¯12(u˜
R
(12) + iu˜
I
(12)) dans ω , (10)
La résolution du problème microscopique nous permet d’écrire u sous la forme :
u =
(
A
R + iAI
)
: ǫ¯ , (11)
où AR et AI sont des tenseurs d’ordre trois définis par ARijk = u˜
R(i)
(jk) et A
I
ijk = u˜
I(i)
(jk) (i étant le nombre
d’équations à résoudre), respectivement. Ensuite on construit les tenseurs de localisation définis dans
la relation de couplage :
ǫ =
(
A
R
,X + i A
I
,X
)
: ǫ¯ , (12)
où AR,X =
1
2
(
∇ AR + t∇ AR
)
et AI,X =
1
2
(
∇ AI + t∇ AI
)
sont des tenseurs d’ordre quatre identifiés
comme les tenseurs de localisation réelle et imaginaire, respectivement.
À l’aide de la relation de couplage (12), on exprime la contrainte microscopique σ puis on déduit
la contrainte macroscopique σ¯ grâce à la relation de couplage (6). On obtient ainsi la relation de
comportement macroscopique :
σ¯ = C¯(r) : ǫ¯ , (13)
avec
C¯
(r) =
1
|ω|
∫
ω
C
(r) :
(
A
R
,X + i A
I
,X
)
dω ,
où ¯C(r) est un tenseur d’ordre quatre de comportement macroscopique dit tenseur d’homogénéisation.
Finalement, en mettant f = 0 (cas des vibrations libres), le problème macroscopique à résoudre s’écrit
sous la forme : ∫
Ω
tδ ǫ¯ : C¯(r) : ǫ¯ dΩ+
∫
Ω
tδu¯ρ¯
∂2u¯
∂t2
dΩ = 0. (14)
Après discrétisation par éléments finis de l’équation (14), on obtient un problème de vibration aux
valeurs propres complexes : (
K¯− ω¯2 M¯
)
u¯ = 0 , (15)
où K¯ est la matrice de rigidité complexe de la structure et M¯ désigne la matrice de masse de la
structure. ω¯ représente la fréquence propre de vibration de la structure et est déterminée sous la forme
classique :
ω¯2 = Ω¯2 (1 + i η) , (16)
où Ω¯ est la fréquence amortie et η le facteur de perte de chaque mode de vibration de la structure.
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4 Exemples numériques
Des exemples de validation de cette approche ont été faits dans [1]. Nous présentons ici des tests
numériques montrant l’influence de certains paramètres sur l’amortissement des structures sandwichs
viscoélastiques. Ces paramètres sont le rapport de rigidité, la fraction volumique et la morphologie de
l’inclusion.
Nous considérons une poutre sandwich cantilever trois couches (élastique/viscoélastique/élastique). La
même structure a été étudiée dans [2]. Nous avons repris les mêmes caractéristiques de la structure mais
en changeant le coeur viscoélastique. Dans nos exemples, la viscoélasticité de la couche centrale est
représentée par des inclusions viscoélastiques. Les couches élastiques ont une épaisseur de 1, 524 mm
et la couche viscoélastique a une épaisseur de 0, 127 mm. La longueur de la poutre est L = 177, 8 mm.
La macrostructure a été discrétisée à l’aide d’éléments de référence quadrilatérale à 9 noeuds alors que
la microstructure (VER) est discrétisée à l’aide d’éléments de référence triangulaire à 3 noeuds. On
désigne par V , le volume du VER, Ei, νi et Vi sont le module d’Young, le coefficient de Poisson et le
volume de la matrice pour i = 1 et de l’inclusion pour i = 2, respectivement. Le module d’Young de la
matrice est E1 = 1794KPa. La matrice et l’inclusion ont la même densité qui est ρ = 968, 1 kg/m3. Les
couches élastiques ont un module d’Young de 69 GPa et une densité ρ0 = 2766 kg/m3. Le coefficient
de poisson est le même pour toutes les couches de la structure, soit ν = 0, 3.
Pour étudier l’influence du rapport de rigidité, nous avons considéré 3 valeurs du facteur de perte de
l’inclusion circulaire : 0, 1, 0, 6 et 1, 5. L’inclusion représente dans ce cas-ci, en fraction volumique, 20%
du VER. Le rapport de rigidité est défini par r = E1/E2. Nous avons présenté les résultats obtenus
pour le premier mode de vibration (figure 1). En étudiant les courbes, on remarque, dans les deux
cas, que l’amortissement modale et la fréquence propre varient significativement lorsque le rapport
de rigidité est entre 0, 1 et 10. Par ailleurs la fréquence propre augmente et l’amortissement diminue
lorsque le facteur de perte de l’inclusion augmente.
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Figure 1 – Variation de l’amortissement modal et de la fréquence propre du premier mode en fonction
du rapport de rigidité. Fraction volumique v = 20%.
Dans l’étude de l’influence de la fraction volumique, nous avons pris en compte 3 valeurs de la fraction
volumique : 20, 40 et 60%. Notons que la fraction volumique v est déterminée par le rapport entre le
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volume de l’inclusion V2 et celui du VER V : v = V2/V . Le facteur de perte de l’inclusion pris dans ce
cas est 0, 6. La figure 2 montre les courbes de variation de l’amortissement modale et de la fréquence
propre pour le premier mode de vibration. L’amortissement modale croît avec la fraction volumique
quelque soit la valeur du rapport de rigidité ; quoique la variation est très significative lorsque le rapport
de rigidité est entre 0, 1 et 100. La fréquence propre quant à elle augmente avec la fraction volumique
lorsque l’inclusion est plus rigide que la matrice mais elle décroît lorsque la matrice est plus rigide que
l’inclusion.
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Figure 2 – Variation de l’amortissement modal et de la fréquence propre du premier mode de vibration.
Le facteur de perte de l’inclusion est ηc = 0, 6. Trois valeurs de la fraction volumique ont été considérées :
20%, 40% et 60%.
Pour l’étude de l’influence du type de morphologie, 3 types d’inclusion ont été considérés : inclusion
circulaire, inclusion elliptique horizontale et inclusion elliptique verticale. La fraction volumique est de
20% et le facteur de perte est ηc = 0, 6. La figure 3 montre les courbes de variation de l’amortissement
modale et de la fréquence propre pour les 3 types de morphologie. Les courbes pour l’inclusion ellip-
tique horizontale et verticale coïncident. La poutre avec inclusion circulaire présente un amortissement
modale plus importante que celui de la poutre avec inclusion elliptique. Quant à la fréquence propre,
celle de la poutre avec inclusion circulaire est plus grande lorsque l’inclusion est plus rigide que la
matrice alors que celle de la poutre avec inclusion elliptique est plus grande lorsque la matrice est plus
rigide que l’inclusion.
5 Conclusion
Dans cette étude, une approche multi-échelle a été développée pour l’analyse des vibrations des ma-
tériaux hétérogènes viscoélastiques. Cette approche est basée sur la méthode des éléments finis multi-
échelles et consiste à déterminer les contraintes et déformations macroscopiques à partir des contraintes
et déformations calculées sur la microstructure. Elle permet d’éviter de prendre en compte toutes les
hétérogénéités du matériau lors des calculs. Des exemples numériques sur l’amortissement passif ont
été étudiés en considérant le module complexe constant pour plus de simplicité. L’avantage de cette
technique multi-échelle par rapport aux méthodes classiques d’étude des vibrations (par exemple la
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Figure 3 – Variation de l’ammortissement modale et de la fréquence propre du premier mode de
vibration pour les 3 types d’inclusion avec un facteur de perte η = 0, 6. La fraction volumique est
v = 20%.
méthode de transition d’échelle) est qu’on peut introduire facilement des non linéarités matérielles
pour une meilleure prise en compte de la viscoélasticité.
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